Base raisonnée d'exercices de mathématiques (Braise) Algebre linéaire

Elément de cours des exercices

Systeme d’équations linéaires

Ici, nous considérons que K est le corps Q, R ou C.
Un systeme d’'équations linéaires a m équations et n inconnues s'écrit :

1121 + ...+ A1 nTn = b1

2,171 + ...+ A2 nTn = b2
(€) .

11 + o+ AppTn, = by

Dans ce systeme linéaire, les coefficients a; ; sont connus; de méme que les scalaires
bi,...,b,,. Les inconnues sont les x4, ..., z,,.

Résoudre ce systéme signifie déterminer I'ensemble des n-uplets (ay, ..., a;,) de K"
qui en sont solutions, c'est a dire tel que :

a110q + ... + a1 nty = b1
2,101 + ... + A2 nOp = b2
Ui + .+ A0, = by

Un conseil a suivre : lorsque vous écrivez un systeme d’équations linéaires,

efforcez vous de faire apparaitre les inconnues z; en dessous des inconnues
x; + x1 de la seconde équation en dessous de x; de la premiere équation, de méme
pour x5 et ainsi de suite.

Nous détaillons ici la méthode du pivot de Gauss pour la résolution de systemes
d’'équations linéaires. L'idée consiste a se ramener a un systéme équivalent plus simple
a résoudre (échelonné). Notre plan est le suivant :

(a) Systemes équivalents, opérations autorisées

(b) Des systemes faciles a résoudre : les systemes échelonnés

(c) Description algorithmique de la méthode du pivot de Gauss (théorie)

(d) lllustration de la méthode du pivot de Gauss sur des exemples

Signalons que si on connait une solution particuliere (3, ..., 3,) de ce systéme, alors
(21, ..., x,) est solution de ce systeme si et seulement si (y; = 1 — 01, ..., Yo = Tn— )
est solution du systeme linéaire "homogene” associé :

a1y + ...+ a1 nlYn = 0

as1Y1 + ...+ a2 nlYn = 0
(H) .

Qm,1Y1 + ...+ UmnYn = 0



Base raisonnée d'exercices de mathématiques (Braise) Algebre linéaire

Nous n'utilisons pas ce point de vue ici mais nous renvoyons a ICl pour plus de
détails. Remarquons seulement que le systéme (H) admet toujours au moins une solu-
tion : (0, ..., 0).

Remarquons, d’autre part, que si (o, ..., ) et (B4, ..., B,) sont deux solutions de
notre systéme (&), alors tous les n-uplets de la forme (ta;+(1—¢) 34, ..., ta, +(1—1)5,)
avec ¢t € K sont encore solutions de (&).

Questions amenant a des résolutions de systemes d’'équations linéaires

Point de vue matriciel
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Point de vue matriciel

D’un point de vue matriciel, le systeme

a11%7 + ... + A1 nln = bl
a1 + ... + A2 nln = bg
A 1T1 + o+ QppTn = by

s'écrit AX = B ou A= (a;;)i=1...m; j=1,..n €St une matrice a m lignes et n colonnes,
ou B = (by,...,b,,) est un vecteur de K™ et ou X = (x4, ...,2,) est un vecteur de K"

inconnu.
VU
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Questions amenant a des résolutions de systemes d’équations linéaires

En algebre linéaire, on est souvent amené a la résolution de systemes d’'équations
linéaires. Ici £ et F' désignent des K-espaces vectoriels quelconques de dimension
finie. Voici quelques exemples de problemes étre traités en résolvant un systeme
d’'équations linéaires :
— Déterminer si une famille de vecteurs {17(1), ey 17(”)} est libre, revient a déterminer
I'ensemble des n-uplets (A1, ...\,) tels que A7) + ... + N, 0™ = 0.

— Essayer d’écrire un vecteur ¥ € E comme combinaison linéaire de vecteurs
oM, ..., 7™ (de E) revient a déterminer I'ensemble des n-uplets (\y,...)\,) tels
que \ 7N + 4 N0 = 7.

i 0 %
- SiE=K"etsi o) = S I L, 7 = ; et
o o ol
U1
U= , alors I'égalité \v; + ... + \, 0, = U s'écrit :
Um

v%l))\l + ...+ vln)An =
vél))\l + ..+ vén))\n = vy

vﬁ,}b)Al + ...+ vfff)An = U,

— Sinon, on considére une base B = (é},...,€,) de E. Pour tout j = 1,...,n,
nous notons (v%j), ...,v,(q{)) les coordonnées de V) dans la base 3 et on écrit
I'égalité \ o) +...4+\,, 7" = ¥ exprimée dans la base B. Nous nous ramenons
ainsi a un systeme d'équations linéaires de la méme forme que dans le cas ou
E =K.

— Déterminer le noyau d'une application K-linéaire ¢ : ' — F se rameéne a résoudre

AX =0 ou A est la matrice associée a ¢ dans une base (quelconque). Le noyau

matricielle”)
— Trouver les antécédents d'un vecteur ¥ € F par une application linéaire ¢ : £ —
F revient a résoudre AX = B, en utilisant I'écriture matricielle.

VU
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Systemes équivalents, opérations autorisées

Deux systemes d'équations linéaires sont dits équivalents si ils ont les mémes in-
connues et les mémes solutions.

Les opérations suivantes transforment un systeme d'équations linéaires en un systeme
d’'équations linéaires équivalent :

— échanger deux équations;

— multiplier une équation par un scalaire non nul;

— ajouter a une équation une combinaison linéaire d'autres équations sans modifier

ces autres équations en méme temps.

Par exemple (ici K = C), les systemes suivants sont équivalents :

T + Yy + 3z + t =1 (E9)
3t =1 (E3)

(échangeons les deux premieres équations)

r + vy + 3z + t =1 (E] = Es)
: + t =2 (BEy=FE)
3t =1 (Es)

(Divisons la troisieme équation par 3 de sorte a déterminer la valeur de t)

r + y + 3z + t = 1 (E7)
z + t = 2 (EL)
(Eliminons ¢ des autres équations)
r + y + 3z = i—% (EY = E] — EY)
: = & (B-E-E)
3t = 1 (By = 1Ey)
(Eliminons z de la premiere équation)
v 4y =i (B =B -3E)
2= ()
3t = 3 (£3)
Ainsi, |'ensemble des solutions de
z + t = 2
r + y 4+ 3z + t = 1
3t = 1
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est I'ensemble des quadruplets (z,y, 2,t) € C* tels que :
( £) iy 16 51
Y, 2t) = —-y+i——,y, 5, =
7y7 ) y 3 7y7 37 3 )

c'est-a-dire tels que :

16 5 1
t)y=(i—>%,0,5,% ~1,1,0,0).
(x7y7z7 ) (2 37 ?3?3) +y( Y ) Y )

L'ensemble des solution est donc :

.16 5 1 .16 5 1
(’L - 3707 57 g) +R(_17 17070) - (Z - ?707 §7 g) + VeCt((_L 17070))

VU



Base raisonnée d'exercices de mathématiques (Braise) Algebre linéaire

10



Base raisonnée d'exercices de mathématiques (Braise) Algebre linéaire

Des systemes faciles a résoudre : les systemes échelonnés

— Définition et exemples
— Résolution de systemes échelonnés : théorie
— Résolution de systemes échelonnés : pratique

Définition et exemples

Un systeme d’'équations linéaires :

a11%7 + ... + A1 nln = bl
a21T1 + ... + A2 nTy = b2
A 1T1 + o A+ QppTn = by

est dit échelonné s'il existe une suite (finie) strictement croissante d'entiers 1 < n; <
ny < ... <ny < ntelle que :

— pourtouti=1,...,mettoutj=1,...,ntelquej<n;ona:a,;=0;
— pourtouti=1,...,m,ona:a, =1
C'est-a-dire que le systéme est de la forme :
(
T, + A1.n1+1Tny+1 + + A1 nTn = bl
Ty + A2 no+1Tno+1 + ... + A2 nTpn = b2
T, + Opnyr1Tnpp1 + o+ GpuTn = by
0 = bpn
0 = by

\

avec 1 <p<metl<n <ny<..<n,<n.
Voici trois exemples de systemes échelonnés :

r + vy + z =1
y + %z = 1 (avecn; =1, ny =2, n3 = 3);
z = 3

T + y + z = 2

z = 3 (avecn; =1, ng =3, ng=4)
0 = 2
et
{x Tyt j i :1)) (avec ny =1, ny = 3, nz =4).

11
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VU

Résolution de systemes échelonnés : théorie

Un tel systeme est facile a résoudre :

— Siun des by.1, ..., by, est nul, alors le systeme n'admet pas de solution.

— Sinon, il admet au moins une solution. Pour tout k = 1, ..., m, notons Ej, la k®™¢
équation du systeme. Voici une méthode pour résoudre ce systeme :
On commence par éliminer les termes en x,,, des (p— 1) premiéres équations (en
remplagant I'équation Ej, par Ej, — ay, E, pour tout k € {1,....,p — 1}).
Puis on recommence avec z,,_, : on élimine les termes en z,, , des (p — 2)
premieres équations (en remplagant Ej, par Ey — ayn, ,E,—1 pour tout k €
{1,...,p — 2}). Et ainsi de suite.
En procédant de la sorte, on obtient finalement un systéme exprimant les incon-
nues z,, (pour k =1,...,p) en fonction des autres inconnues, ce qui nous permet
de résoudre le systeme.

VU

Résolution de systemes échelonnés : pratique
Nous allons a présent résoudre les trois systemes donnés précédemment en exemple.

1. Les systemes suivants sont équivalents :

z = 3 (Eg)

(éliminons z des deux premiéres équations)

y = —3 (Ey=E— ;)

(éliminons y de la premiére équation)

v o= -3 (B{=B-F)
Yy = —3 (Eé)
z = 3 (E3)

Ainsi, le premier systeme admet pour unique solution (—%, —%,3). C'est-a-dire

que |'ensemble de ses solutions est : {(—%, —%, 3)}

12
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2. Comme 2 # 0, le deuxieme systéeme n'admet pas de solution. C'est-a-dire que
I'ensemble de ses solutions est ().

3. Les systemes suivants sont équivalents :

(éliminons z de la premiére équation)
r + vy = —2 (B =FE —E)

r = —2-y
z = 3

Ainsi, le troisieme systeme admet une infinité de solutions. L'ensemble de ses
solutions est :

{(=2=9,4,3); y € K} = {(=2,0,3) + y(=1,1,0); y € K},
c'est-a-dire : (—2,0,3) + Vect((—1,1,0)).
VU

Retour vers la premiere page sur les systemes linéaires

13
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Résolution par la méthode du pivot de Gauss (théorie)

La méthode du pivot de Gauss pour les systemes d'équations linéaires transforme un
systeme d'équations linéaires en un systeme d’'équations linéaires échelonné équivalent.
Cette méthode utilise uniquement les deux types d'opérations autorisées vues précédemment.
Cette méthode se fait en, au plus, min(m,n) étapes telles qu'a I'issue de I'étape k, le
systeme obtenu ait la forme H,, suivante :

( —
Tny + A1,n,+1Tny+1 + + a1.nTn = bl
Tny, + A2 ny+1Tny+1 + ... + A2 nTnp = b2
Ty + Ak +1Tn,+1 + ... + Afndn = bk
04 Aptingt1Tngt1 + -+ Grp10Tn = brp
\ 0+ Amn+1Tng,+1 +.. + UmnTn = bm

avec 1 <np <ng < ... <n, <n.

Nous décrivons a présent |'étape k de la méthode du Pivot de Gauss : Etant donné
un systeme de la forme Hj,_1, nous allons le transformer de sorte a obtenir un systeme
de la forme H,.

Nous noterons F; la j™¢ équation du systeme.

— On ne modifie pas les k — 1 premiéres équations du systeme linéaire.

Si tous les coefficients a;,, (avec [ > k et m > ng_1) sont nuls, alors, pour

tout [ > k, I'équation Ej s'écrit : 0 = b;. Le systeme a donc la forme voulue.

L'algorithme s’arréte.

— Sinon, on pose ng :=min{m : 3l >k : a;,, # 0}. Alors, quitte a échanger la
ligne k avec une ligne p > k (telle que a,,, # 0), on se raméne au cas ol ay,,
est non nul (ce sera notre pivot pour |'étape k).

On remplace alors I'équation Ej, par ﬁEk pour se ramener a : @y, = 1.

— Puis, pour tout p > k, on remplace E, par E, — a,,, Ex (afin d’éliminer les
termes en z,, des équations k +1,...,m).
— Le systeme d’équations linéaires ainsi obtenu est alors de la forme H,,, |'étape k

est finie.
VU
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lllustration de la méthode du pivot de Gauss sur des exemples

On veut résoudre le systéme suivant dans R* :

r + y - z + i =1
8t = 2

2 + 2y + =z + 3t = 2
2z + u =0

Nous utilisons la méthode du Pivot de Gauss (a chaque étape, le pivot est encadré).
Les systemes d’'équations linéaires suivants sont équivalents :

xr + y — z + t = 1 (E)
8t = 2 (Ey

20 + 2y + =z + 3t = 2 (B3
2z + u = 0 (E4)

(il y a un terme en z dans la premiére équation, notre premier pivot de Gauss sera ce
terme : nous I'utilisons pour éliminer les termes en = des autres équations)

+ Yy - z + t =1 (E))
8t . (Ey)

(nous oublions a présent la premiére ligne; il n'y a pas de terme en y dans les équations
E,, E} et E,;ily a un terme en z dans E% mais pas dans FE5; nous permutons donc
les équations F et EY)

r +y — z + t =1 (E1)
3z + = 0 (Ey=E)
8t = 2 (E}=E,)

(nous divisons la deuxieme équation par 3 de sorte a avoir z au lieu de 3z dans la
deuxiéme équation)

x + y — z + t =1 (E1)
z 4+ 3t = 0 (B} =3E})
8t = 2 (EY)

(le terme en z de la deuxiéme équation est notre nouveau pivot de Gauss; nous I'utili-
sons pour éliminer les termes en z des équations situés en dessous)

r +y — z + t =1 (EY)
[z] + gt = 0 (E3)
8t = 2 (E!)

2 + u = 0 (E,=E,—2EY)
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(nous oublions a présent la deuxieme équation; il y a un terme en ¢ dans la troisieme
équation, nous divisons la troisieme équation par 8 de sorte a avoir t a la place de 8t
dans cette équation)

z + it =0 EY
? B

—2t + u = 6 (E’8)

3 4

(le terme en ¢ de la troisieme équation devient notre nouveau pivot de Gauss : nous
I'utilisons pour éliminer les termes en ¢ de la quatrieme équation)

r +y — z + t =
z 4+ it =

Ce systeme d'équations linéaires est échelonné et équivalent a notre systéme initial.
Nous le résolvons en appliquant la méthode expliquée ICl pour la théorie et ICl pour
la pratique sur des exemples. Notre systeme est équivalent aux systemes suivants :
(utilisons la derniere équation pour éliminer u des autres équations : inutile il n'y
a pas de u dans les autres équations; utilisons la troisieme équation pour éliminer les
termes en t des deux premieres équations)

(E1)
(E3)
(E/// — %E{)’/)
(B} = B; + 3E%)

D= O =

u =

r + vy — =z = % (E, = Ey — EY)
— % (B = B{ - E))

to= (E})
u = % ( Z — E’!l + %E{)’//)

(utilisons la deuxiéme équation pour éliminer z de la premiere)

vty = & (B=F+E)
2 - -3 (B2
t o= 4 (B)

w = b (B =B

(Le dernier systeme obtenu donne une expression de x, z,t en fonction de y). Ainsi,
notre systeme admet une infinité de solutions et |'ensemble de ses solutions est :

8 LI e
12 y’y7 127476 7y Y

8 1 11
{(E?OJ _EJ ZJ 6) _'_y(_la 1707070)73/ € R}?

18

c'est-a-dire :
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ce qui s'écrit encore :

8 1 11

(E, 3 —E, 1, 6) + Vect((—l, 1, 0,0, 0))

VU

Retour a la liste
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